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UWAGA: Funkcja f na przestrzeni miarowej z miara̧ µ nazywa siȩ caÃlkowalna z
moduÃlem, jeśli ∫

|f | dµ < ∞.

Zadanie 1
Niech f bȩdzie funkcja̧ caÃlkowalna̧ z moduÃlem na ustalonej przestrzeni (X,B, µ).
Udowodnić, że dla dowolnej liczby ε > 0 można znaleźć δ > 0, tak aby µ(E) < δ
pocia̧gaÃlo ∫

E

|f | dµ < ε.

Wskazówka: Najpierw uzasadnić tezȩ przy dodatkowym zaÃlożeniu, że f jest nieu-
jemna i ograniczona.

Zadanie 2
Obliczyć

lim
n→∞

n∫

0

(
1 +

x

n

)n

· e−2x dx.

Zadanie 3
Niech (X,B, µ) bȩdzie przestrzenia̧ z miara̧. Niech f, g:→ R bȩda̧ funkcjami mierzal-
nymi i

∫ |g|dµ < ∞. Dla t ∈ R określamy

H(t) =
∫

X

cos(t f(x)) g(x) dµ(x).

Uzasadnić, że tak funkcja H jest poprawnie zdefiniowana i ograniczona na R. Czy
jest ona cia̧gÃla?
Wskazówka: Skorzystać z definicji cia̧gÃlości Heinego.

Zadanie 4
Niech (X,B, µ) bȩdzie przestrzenia̧ z miara̧, f : X → [0,∞],

∫
f dµ = c, przy czym

0 < c < ∞. Niech też 0 < α < ∞. Obliczyć

lim
n→∞

∫
n · ln

[
1 +

(
f(x)

n

)α]
dµ(x).

Wskazówka: Rozpatrywać osobno przypadki: 0 < α < 1, α = 1 i 1 < α < ∞.



ROZWIA̧ZANIE przypadku 1 < α < ∞.
Skorzystamy z faktu, że gdy α > 1 to dla a ≥ 0 i b ≥ 0 mamy (a + b)α ≥ aα + bα.
Aby to sprawdzić, zauważmy, że a

a+b i b
a+b sa̧ liczbami z przedziaÃlu [0, 1], zatem

podnoszenie ich do potȩgi α > 1 zmniejsza je (w każdym razie nie zwiȩksza ich).
Czyli mamy

1 =
a

a + b
+

b

a + b
≥

( a

a + b

)α

+
( b

a + b

)α

=
aα

(a + b)α
+

bα

(a + b)α
=

aα + bα

(a + b)α
.

Mnoża̧c obie stony przez nieujemna̧ liczbȩ (a + b)α dostajemy ża̧dana̧ nierówność.

Zastosujemy to wyrażenia 1 +
(

f(x)
n

)α

:

1 +
(

f(x)
n

)α

= 1α +
(

f(x)
n

)α

≤
(

1 +
f(x)

n

)α

.

Wynika z tego, że wszystkie funkcje podcaÃlkowe w zadaniu sa̧ mniejsze równe od
odpowiednich funkcji

n · ln
(

1 +
f(x)

n

)α

= αn · ln
(

1 +
f(x)

n

)
.

Wyrażenia te, po pominiȩciu mnożnika α zbiegaja̧ rosna̧co do f(x) (co wiemy
z analizy przypadku α = 1), zatem sa̧ mniejsze równe od f . Uwzglȩdniaja̧c
mnożnik α sa̧ to funkcje mniejsze równe od αf , a to jest funkcja nieujemna o caÃlce
skończonej. Zatem można stosować twierdzenie Lebesgue’a o zbieżności zmajory-
zowanej. ÃLatwo widać, że funkcje podcaÃlkowe w zadaniu zbiegaja̧ prawie wszȩdzie
(de facto wszȩdzie) do zera (to zrobilísmy na ćwiczeniach), a wiȩc granica caÃlek
wynosi zero.

Zadanie 5
Niech (X,B, µ) bȩdzie przestrzenia̧ z miara̧ skończona̧, a {fn} pewnym cia̧giem
funkcji mierzalnych zbieżnym wedÃlug miary do zera. Pokazać, że

lim
n→∞

∫ |fn|
1 + |fn| dµ = 0.

Zadanie 6
Niech (X,B, µ) bȩdzie przestrzenia̧ z miara̧, {fn} pewnym cia̧giem funkcji mierzal-
nych, takim że zachodzi:

lim
n→∞

∫ |fn|
1 + |fn| dµ = 0.

Pokazać, że fn jest zbieżny wedÃlug miary do zera. (ZaÃlożenie µ(X) < ∞ istotne
byÃlo wyÃla̧cznie w poprzednim zadaniu.)



Zadanie 7
Wykazać, że jeśli f jest caÃlkowalna z moduÃlem na pewnej przestrzeni (X,B, µ), to
n · µ(En) → 0, gdzie En = {x : |f(x)| ≥ n}. Czy implikacja w przeciwna̧ stronȩ
jest prawdziwa?

Zadanie 8
Stosuja̧c twierdzenie Fubiniego obliczyć

∫ ∞

−∞
e−x2

dx.

Wskazówka: Obliczyć
∫∫
R2 e−(x2+y2) dxdy wykorzystuja̧c wspóÃlrzȩdne biegunowe.


